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摘　　　要：以弧线齿圆柱齿轮为假想刀具，基于齿轮啮合原理提出一种非正交弧线齿面齿轮，并对该种面

齿轮单齿全齿面进行数学建模，计算出有效齿宽，通过Ｃａｔｉａ二次开发对计算得出的齿宽数值进行验证，通过

改变轴交角及压力角的大小来讨论该种面齿轮齿宽的变化规律，结果表明：当轴交角不断增加时，内径与外径

逐渐增大，且外径变化的曲线上升幅度要比内径更加明显，从而有效齿宽不断增大。随着压力角的不断增加，

内径与外径逐渐减小，内径变化曲线下降的幅度比外径大，故有效齿宽逐渐增大。
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　第１０期 陈　勇等：非正交弧线齿面齿轮齿宽设计

　　面齿轮副
［１２］是由小轮为圆柱齿轮和大轮为

面齿轮组成的齿轮结构，与传统齿轮相比，具有动

力分流效果好等特点。随着面齿轮的不断发展，

不少学者将具有传动效率高的圆柱齿轮与面齿轮

相结合，提出了不同齿面形式的面齿轮结构，如直

齿面齿轮［３５］、弧齿面齿轮［６７］、斜齿面齿轮［８］、人

字齿面齿轮［９１０］、蜗杆面齿轮［１１１２］等。由于面齿

轮在航空领域具有广阔的应用前景［１３］，且伴随着

数控加工技术［１４２０］的不断提高，使得具有复杂齿

面形式的面齿轮被加工出来将会变成可能。弧线

齿齿形是由凸齿面和凹齿面组成，故在参与啮合

时，弧线齿面齿轮与弧线齿圆柱齿轮齿面接触形

式为凹凸接触，这使得面齿轮承载能力和重合度

增强，传动平稳性与其他齿轮相比大大提高。本

文以端面渐开线弧线齿圆柱齿轮为假想刀具包络

展成弧线齿面齿轮，推导了面齿轮齿面方程，由于

面齿轮在设计时必须避免根切及齿顶变尖现象，

故应对齿宽进行设计［２１２２］，将计算结果利用Ｃａｔｉａ

二次开发对非正交弧线齿面齿轮进行仿真滚齿来

验证齿宽计算的准确性，并对内外径及齿宽的影

响因素进行讨论和分析。

１　非正交弧线齿面齿轮齿面方程

图１　圆柱齿轮坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｇｅａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

１１　弧线齿圆柱齿轮齿面方程

如图１、图２所示，刀具分度圆半径为犚１，基

圆半径犚ｂ，齿根圆半径犚ｍ，圆弧半径为犚ｔ，刀具

齿数为犖ｓ，压力角为αｓ，齿宽为犅，渐开线上任意

一点的角度参数θｓ，齿槽对称线犗ｈ狓ｈ到渐开线起

始点的角度参数θｓ０，分度圆柱面上的齿槽对称线

为，狓ａ和狓ｓ之间的夹角为位置角β，平面犗ａ狓ａ狔ａ

图２　圆柱齿轮截面

Ｆｉｇ．２　Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｇｅａｒｓｅｃｔｉｏｎ

与平面犗ｓ狓ｓ狔ｓ间的垂直距离为犺。

位置角β与犺的关系为

β＝ （犚ｔ－ 犚２ｔ－犺槡
２）／犚１ （１）

　　渐开线齿廓方程为

狉ａ（θｓ）＝ （狓ａ，狔ａ，狕ａ，狋）
Ｔ
＝

犚ｂ［ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ）＋θｓｓｉｎ（θｓ０＋θｓ）］

±犚ｂ［ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ）－θｓｃｏｓ（θｓ０＋θｓ）］

烄

烆

烌

烎

０

１

（２）

　　犗ａ狓ａ狔ａ狕ａ到犗ｓ狓ｓ狔ｓ狕ｓ的坐标变换矩阵为

犕ｓａ＝

ｃｏｓβ －ｓｉｎβ ０ ０

ｓｉｎβ ｃｏｓβ ０ ０

０ ０ １ 犺

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ １

（３）

　　刀具齿面方程为

狉ｓ（狓ｓ，狔ｓ，狕ｓ，狋）
Ｔ
＝犕ｓａ狉ａ （４）

　　刀具齿面法向量为

狀＝
狉ｓ

θｓ
×
狉ｓ

犺
＝ （狀狓，狀狔，狀狕）

Ｔ （５）

１２　非正交弧线齿面齿轮齿面的方程推导

图３为非正交弧线齿面齿轮传动简图，根据

非正交弧线齿面齿轮副的位置关系建立面齿轮传

动坐标系，如图４所示。弧线齿面齿轮静坐标系

和动坐标系分别为犗２０狓２０狔２０狕２０、犗２狓２狔２狕２，刀

具的静坐标系和动坐标系分别为犗１狓１狔１狕１、犗ｓ

狓ｓ狔ｓ狕ｓ，由于非正交弧线齿面齿轮传动副轴交角γ

为钝角，为了方便刀具与面齿轮之间的坐标变换，

建立中间坐标系犗ｐ狓ｐ狔ｐ狕ｐ，且两齿传动轴的轴

心距为犔０，面齿轮齿数为犖２，面齿轮与刀具齿轮

角速度分别为狑２、狑ｓ，面齿轮与刀具模数为犿，圆

柱齿轮轴心与面齿轮齿顶距离为犚ｓｍ，刀具齿轮

与面齿轮转角分别为ｓ、２。

如图４所示，犕２，２０是坐标系犗２０狓２０狔２０狕２０到

７３１２
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图３　面齿轮传动简图

Ｆｉｇ．３　Ｆａｃｅｇｅａｒｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

图４　面齿轮坐标系

Ｆｉｇ．４　Ｆａｃｅｇｅａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

犗２狓２狔２狕２ 的坐标变换，犕２０，ｐ是坐标系犗ｐ狓ｐ狔ｐ狕ｐ

到犗２０狓２０狔２０狕２０的坐标变换，犕ｐ，１是坐标系犗１

狓１狔１狕１ 到犗ｐ狓ｐ狔ｐ狕ｐ 的坐标变化，犕１，ｓ是坐标系

犗ｓ狓ｓ狔ｓ狕ｓ到犗１狓１狔１狕１ 的坐标变换，故刀具与面

齿轮坐标变换矩阵为

犕２，ｓ＝犕２，２０·犕２０，ｐ·犕ｐ，１·犕１，ｓ （６）

　　设接触点沿刀具坐标系运动的速度为狏ｓ，随

面齿轮坐标系运动的速度为狏２，那么刀具齿轮与

面齿轮的齿面接触处的相对速度就是狏
（ｓ，２）。

刀具与面齿轮齿面相对速度为

狏
（ｓ，２）
＝ （狑ｓ犽ｓ－狑２犽２）×狉ｓ－狑２犽２×犔０犽ｓ＝

（狏
（ｓ，２）
狓 ，狏

（ｓ，２）
狔 ，狏

（ｓ，２）
狕 ）Ｔ （７）

　　将式（５）、式（７）代入啮合方程（式（８））得

犳＝狀·狏
（ｓ，２）
＝ｓｉｎｓ犪０＋ｃｏｓｓ犫０－犃＝０

（８）

其中式（８）中的犪０、犫０、犃分别为

犃＝±狉狔（狑ｓ－ｃｏｓγ狑２）ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ±β）＋

狉狓（狑ｓ－ｃｏｓγ狑２）ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ±β）

犪０ ＝犚ｂ
β

犺
ｓｉｎγ狑２狉狓

ｓｉｎγ狑２（狉狕＋犔０）ｓｉｎ（θｓ０＋θｓ±β）

犫０ ＝犚ｂ
β

犺
ｓｉｎγ狑２狉狔＋

ｓｉｎγ狑２（狉狕＋犔０）ｃｏｓ（θｓ０＋θｓ±β） （９）

　　根据式（８）、式（９）可得

ｓ＝ａｒｃｓｉｎ
犃

犪２０＋犫槡（ ）２
０

－ａｒｃｔａｎ
犫０
犪０

（１０）

　　工作齿面方程为

狉２（狉２狓，狉２狔，狉２狕，狋）
Ｔ
＝犕２ｓ狉ｓ （１１）

　　由过渡曲面形成条件，将面齿轮齿面方程（式

（１１））与刀具齿顶处的θｓ（式（１２））联立

θｓ＝
犚２ａ－犚

２
槡 ｂ

犚ｂ
（１２）

即可求得非正交弧线齿面齿轮过渡曲面方程。

设计参数如表１。

表１　设计参数

犜犪犫犾犲１　犇犲狊犻犵狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

参数 数值 参数 数值

犿／ｍｍ ４

犖ｓ ３０

αｓ／（°） ２０

犅／ｍｍ １００

犚ｔ／ｍｍ ５００

犖２ １２０

犔０／ｍｍ ２４０

γ／（°） １００

　　全齿面数学模型如图５。

图５　全齿面数学模型

Ｆｉｇ．５　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｆｕｌｌｔｏｏｔｈｓｕｒｆａｃｅ

２　齿宽设计

２１　根　切

由齿轮根切理论［１］可知，当狏２ 为零时，面齿

轮齿面将会出现根切点。故根切判别式为

犈 ＝

犳
θｓ

犳
犺

－
犳
ｓ

ｄｓ

ｄ狋

狓ｓ

θｓ

狓ｓ

犺
－狏

（ｓ，２）
狓

狕ｓ

θｓ

狕ｓ

犺
－狏

（狊，２）
狕

＝０

（１３）

　　由式（１０）可知，ｓ是θｓ和犺的函数，故根据

８３１２
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根切理论，根切界限线与刀具齿顶圆柱的交点就

是根切界限点，且刀具齿顶位置处的θｓ为式（１２）。

故通过将式（８）、式（１２）和式（１３）进行联立求得不

同齿面下的值，并分别代入两侧齿面，由于非正交

弧线齿面齿轮两侧齿面不具有对称性，故应分别

求解出不产生根切的内径，后取最大值为最终内

径值，设发生根切点为犆（狓２，狔２，狕２），γ２＝π－γ。

内径计算公式为

犚ｉｎ＝
狓２２＋狔槡

２
２

ｓｉｎγ２
（１４）

　　经计算犚ｉｎ＝２３１．４１９９ｍｍ。

２２　顶　尖

本文给出两种求顶尖位置的方法。

如图６利用顶尖形成条件及尖点坐标关系得

到方法一。弧线齿面齿轮外径两侧齿面相交于一

点，该点即为顶尖位置点 犇，即凸齿面上的

犇１（狓１，狔１，狕１）和凹齿面上的犇２（狓２，狔２，狕２）。犇

点在刀具坐标平面上狕ｓ犗ｓ狔ｓ 上的投影点为犇″，

在面齿轮坐标平面狓２犗２狔２ 上投影点为犇′，过点

犇做刀具坐标平面狕ｓ犗ｓ狔ｓ 的垂线，交点为犅点，

过点犇在面齿轮齿顶平面上做线段与面齿轮轴

线交于点犃。

图６　方法一简图

Ｆｉｇ．６　Ｍｅｔｈｏｄｏｎｅｄｉａｇｒａｍ

根据顶尖位置及面齿轮副的啮合关系可列出

如下方程组，其中犇１（狓１，狔１，狕１）中的未知量为

θｓ１、犺１、ｓ１，犇２（狓２，狔２，狕２）中的未知量为，其中γ′＝

γ－
π
２
。

狓１（θｓ１，犺１，ｓ１）＝狓２（θｓ２，犺２，ｓ２）

狔１（θｓ１，犺１，ｓ１）＝狔２（θｓ２，犺２，ｓ２）

狕１（θｓ１，犺１，ｓ１）＝狕２（θｓ２，犺２，ｓ２）＝

－
犚ｓｍ

ｃｏｓγ′
－ 狓２２＋狔槡

２
２ｔａｎγ′

犳１（θｓ１，犺１，ｓ１）＝犳２（θｓ２，犺２，ｓ２）＝

烅

烄

烆 ０

（１５）

　　犚ｓｍ的取值需要考虑如下两种情况：

１）若犚ｍ≥狉ｂ或犖ｓ≥
２

１－ｃｏｓαｓ
，则犚ｓｍ＝犚ｍ；

２）若犚ｍ＜犚ｂ或犖ｓ＜
２

１－ｃｏｓαｓ
，则犚ｓｍ＝犚ｂ。

通过式（１５）可求出对应的４个未知数，并将

所求得的犺１、犺２、θｓ１、θ狊２代入式（１０）即可求得两齿

面分别对应的ｓ１、ｓ２，随后将６个未知量分别代

入式（１１）即可求得尖点犇１（狓１，狔１，狕１）或犇２（狓２，

狔２，狕２），从而求出外径犚ｏｕｔ。

犚ｏｕｔ＝犚犃犇 ＝
狓２１＋狔槡

２
１

ｓｉｎγ２

或

犚ｏｕｔ＝犚犃犇 ＝
狓２２＋狔槡

２
２

ｓｉｎγ２
（１６）

　　由于方法一涉及到的变量较多，求解过程繁

琐，故本文利用法二进行求解顶尖位置。

方法二根据发生顶尖位置并对面齿轮进行截

面的近似解法［１］。图７（ａ）根据传动简图３得出

的根切位置图，刀具与面齿轮传动的瞬时回转轴

为犗ｓ犃ｓ２，瞬时回转轴与刀具轴线的夹角为γ１，犐

是瞬时回转轴上的流动点，犗ｊ犘１ 是假想刀具齿轮

的节线，犺１ 是刀具齿轮的节线与面齿轮齿顶线的

距离，截面１是过节点犘 垂直于刀具轴线的平

面，如图７（ｂ），假设截面２是过顶尖位置点犇 且

平行于截面１的平面，如图７（ｃ），两平面垂直距离

为犔２，犅点为截面２与刀具轴线的交点，过犗ｄ做垂

直于刀具轴线的垂线，交点为点犃，αｓ是刀具端截

面的压力角，α为发生齿顶尖化现象时的压力角，

本文假设在截面２处发生面齿轮外径齿顶变尖

现象。

图７（ｃ）中的各点矢量关系为

犗ｓ犈＋犈犉＋犉犇 ＝犗ｓ犇 （１７）

９３１２
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图７　方法二简图

Ｆｉｇ．７　Ｍｅｔｈｏｄｔｗｏｄｉａｇｒａｍ

其中 犗ｓ犇 ＝犚１－犿，设 犉犇 ＝犽，则式（１７）可以

表示为如下关系式：

犚ｂ（ｓｉｎα－θｓｃｏｓα）－犽ｓｉｎα＝０

－犚ｂ（ｃｏｓα＋θｓｓｉｎα）＋犽ｃｏｓα＝－犚１＋
烅
烄

烆 犿

（１８）

其中犚ｂ、αｓ的关系为

犚ｂ＝
犖ｓ犿ｃｏｓαｓ
２

（１９）

　　根据图７（ｃ），发生顶尖时的θｓ０、θｓ、α的关系为

θｓ＋θｓ０ ＝α （２０）

　　且式（２０）可写为

α－
（犖ｓ－２）ｓｉｎα
犖ｓｃｏｓαｓ

＝θｓ０ （２１）

　　犔１、α的关系为

犔１ ＝犗ｓ犐－犗ｓ犘＝
犚ｂ
ｃｏｓα

－
犚ｂ
ｃｏｓαｓ

＝

犖ｓ犿

２

ｃｏｓαｓ－ｃｏｓα
ｃｏｓ（ ）α

（２２）

　　γ１、犔１、犔２ 的关系为

ｔａｎγ１ ＝
ｓｉｎγ２

狇２ｓ＋ｃｏｓγ２
＝
犔１
犔２

（２３）

　　则避免齿顶变尖的最大外径为

犚ｏｕｔ＝
犚１
ｔａｎγ１

＋犔２－犔犗
ｓ
犃 （２４）

其中犔犗
ｓ
犃为

犔犗
ｓ
犃 ＝

犚１－犺１
ｔａｎγ２

（２５）

　　根据表１面齿轮传动副设计参数，借助 Ｍａｔ

ｌａｂ编程计算得表２。

表２　外径参数计算结果

犜犪犫犾犲２　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狅犳狅狌狋犲狉犱犻犪犿犲狋犲狉狆犪狉犪犿犲狋犲狉

参数 数值

ｔａｎγ１ ０．２３９５

犔１／ｍｍ ７．８６６

犔２／ｍｍ ３３．３３７

犔犗
ｓ
犃／ｍｍ ９．８７４３

犚ｏｕｔ／ｍｍ ２７７．７５８８

　　如图８所示，将式（１４）、式（２４）代入式（２６）即

可求得有效齿宽为

犚ｗｉｄｔｈ＝犚ｏｕｔ－犚ｉｎ＝４６．３３８ｍｍ （２６）

图８　有效齿宽简图

Ｆｉｇ．８　Ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｏｏｔｈｗｉｄｔｈｄｉａｇｒａｍ

２３　实例仿真验证

基于Ｃａｔｉａ二次开发，对上述计算结果进行

仿真滚齿验证，图９（ａ）是非正交弧线齿面齿轮副

按照标准中心距进行安装的齿坯模型，图９（ｂ）为

两齿的根切及齿顶变尖现象，图９（ｃ）为仿真滚齿

与齿宽计算结果比对后得出的双齿模型。

２４　顶尖影响因素

如图１０（ａ）～图１０（ｃ）和图１０（ｄ）～图１０（ｆ）

是在表１所给参数下，只改变面齿轮传动副轴交

０４１２
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角γ或圆柱齿轮压力角αｓ的大小来讨论其对内、

外径（犚ｉｎ、犚ｏｕｔ）及有效齿宽（犚ｗｉｄｔｈ）的影响，通过

Ｍａｔｌａｂ进行辅助计算得出当轴交角不断增大时，

面齿轮内外径及有效齿宽逐渐变大，当压力角不

图９　滚齿仿真

Ｆｉｇ．９　Ｈｏｂｂｉｎｇｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
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图１０　齿轮内、外径和有效齿宽的影响因素

Ｆｉｇ．１０　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｉｎｇｆａｃｔｏｒｓｏｆｇｅａｒｉｎｎｅｒ，ｏｕｔｅｒｄｉａｍｅｔｅｒ

ａｎｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｏｏｔｈｗｉｄｔｈ

断增大时面齿轮内外径逐渐减小，但有效齿宽逐

渐变大。

３　结　论

根据面齿轮啮合原理推导得到非正交弧线齿

面齿轮工作齿面及过渡曲面方程，并利用 Ｍａｔｌａｂ

编程实现了单齿全齿面可视化。

为了避免面齿轮传动中发生根切及齿顶变尖

现象，故应对面齿轮内外径进行设计以得到有效

齿宽。并基于Ｃａｔｉａ二次开发对非正交弧线齿面

齿轮齿坯进行仿真滚齿来验证内径和外径计算的

准确性，以此得到完整的双齿实体模型。

当轴交角不断增加时，内径与外径逐渐增大，

且外径变化的曲线上升幅度要比内径更加明显，

从而齿宽不断增大。随着压力角的不断增加，内

径与外径逐渐减小，内径变化曲线下降的幅度比

外径大，故齿宽逐渐增大。
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